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Diese Arbeit ist eine Weiterfithrung der Artikel [2-4], in denen der Versuch
unternommen wird, die Sidtze von Jackson [5} und Miintz [7] in C[0, 1] zu kom-
binieren. In der vorliegenden Arbeit konnen nun wesentliche Voraussetzungen
iiber die Exponentenfolge {p,}, die in [4] noch nétig waren, fallengelassen werden.
In zahlreichen Beispielen werden die interessanten Fille diskutiert, unter anderem
auch der Fall konvergenter Exponentenfolge

lim p; = p* < «© fir i— o0,

Neu hinzugekommen ist auch eine ausfithrliche Diskussion dieser Jackson-
Miintz Sitze in der L,-Norm fiir 1 < p < .

In diesem Zusammenhang ist die Arbeit von Newman [8] zu erwidhnen, der
in der L,-Norm fiir ganzzahlige Exponenten p; , 0 = p,, p;.; — p; > 1, optimale
Ergebnisse erzielt. Interessant ist auch eine neuere Arbeit von Newman, Passow
und Raymon [9], in der ebenfalls Linearkombinationen

n
Z a;x?, p, =0, p;reell und positiv,

=0

zur Approximation herangezogen werden. Doch werden hier als Definitions-
und Approximationsbereich nicht Intervalle, sondern reelle Teilmengen § =
{0, x}men betrachtet, wobei die Folge {x,} der Bedingung lim x,, = O fiir m — o
und weiteren starken Voraussetzungen geniigen muf3.

Die Beweismethoden der beiden zuletzt genannten Arbeiten sind von Grund
auf verschieden von denen der vorliegenden und auch der fritheren Arbeiten
[2-4].

Fiir f € Cla, b] (p = ), bzw. fiir fe L,(a, b), 1 < p < o0, definieren wir
1 llesan = 500 17, 1 lan = ([ 17 ax)"
asx<bh a
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Im folgenden sei stets p == o0 oder pe R, | < p <C o0, fest vorgegeben;
ebenso eine Exponentenfolge {p;}, p,€ R, mit p, > —1/p fiir i = 1, 2,...
und p; # p; fiir i + j. Fiir p = o0 sei p, = 0 ein zusitzliches Element der
Folge {p;}. Fir feC[0, 1] (p = ), bzw. fir fe L0, 1), 1 <p < o0,
definieren wir die beste Approximation in [0, 1] in der L,-Norm beziiglich
{p.;} durch

EV(f;p) = inf| /() — ¥ aix” | M
i i<s Ipi0.1
Fiir f(x) = x? schreiben wir kiirzer
AP = EP(e5p),  q>—1jp, seN. )

Das Ziel dieser Arbeit ist es, zu vorgegebener Funktion f und vorgegebener
Exponentenfolge { p;} Abschitzungen fiir die beste Approximation E?(f; p,)
anzugeben. Die hier verwendete Methode ist sehr einfach, liefert aber gute
Ergebnisse. Sie beruht im wesentlichen auf folgendem Satz.

Satz 1. Sei feC[0,1] fitr p = o, bzw. fe L,(0,1), 1 < p < o0. Sei
P.(x) = Yo @inX' ein Polynom. Dann ist fiir jedes s € N

EPfip) <If— Pullpson + Y | agn | A2 (3)
q=0

Sei k € Ny eine nichtnegative ganze Zahl. An der Stelle x = 0 mége f alle
rechtsseitigen Ableitungen f'9(+4-0) bis zur k-ten Ordnung besitzen. Definieren
wir

— _ {lag — fO+0)/q!| fir ¢=0,.,k

™= Vg | fiir q— k+1,..m, )
dann gilt fiir jedes s€ N
n k
EP(f;0) <|f = Pallon + ¥ Gnd® + Y A 1 f(+0)l/g!.  (5)
=0 7=0
Beweis. Fir g =0, 1,..., n sei
qu(x) = Z cisqxpi s (6)

i<<s

das Polynom bester Approximation der Funktion x?in [0, 1], d.h.

Ag) == H x* — qu(x)Hp;o.l .

Dann hat auch P(x) = 3}, 2;,Q.:(x) die Gestalt (6). Einfache Anwendung
der Dreiecksungleichung zeigt, daB bereits || f — P, |l,.o., den Ungleichungen
(3) bzw. (5) geniigt; und daher auch E®'(f; p,).
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In Satz 1 ist es wesentlich, daBl s und »n von einander unabhédngig sind.
Um aus (3) oder (5) gute Abschétzungen fiir E!”'(f; p;) zu gewinnen, bentigen
wir scharfe Abschitzungen fiir 4>’ (Lemma 1) und geeignete Polynome P,
(Lemmata 2 und 5), die die Funktion f geniigend gut approximieren und
moglichst kleine Koeffizienten | a,, | bzw. a,, besitzen. Zu vorgegebenem
se N ist dann n = n(s) € N so zu wihlen, daf} die rechten Seiten von (3)
bzw. (5) moglichst klein werden. Diese Methode ist sehr einfach. Trotzdem
erhalten wir in vielen Fillen nahezu optimale Ergebnisse. Im Vergleich zu
[2-4] ist diese Beweismethode etwas abgedndert worden.

LemMMA 1. Firq > —1/p, g€ R, ist

8

g —pil
(2) — 1/2
AR = (2g + 1)" Hq+p,+1’ Q)
lg—pil
() 8
4 g PR ®)
AP < 21/7(pe)ip H lg —pil ©)

q‘f‘P:‘e‘l(*z/P

fiir geniigend kleines € > Qund allepe R, 1 <p < oo, p # 2.

Beweis. Fir p = 2 vergleiche man [1, Kapitel I, Sektion 14]; der Fall
p = oo wird in [4, Lemma 2] bewiesen.
Sei 1 << p < co. Fiir geniigend kleines ¢ > 0 und beliebige a; € R ist

|

8
x* =3 ax”
=1

p;0,1

s
xa+i/p—ef2 _ Z aixp;+1/p—e/2
fe=1

< max
0<<x<1

1 1/p
. 3f x—1+pe/2 dx; .
0

Durch geeignete Wahl der a; erhalten wir hieraus die Ungleichung (9), wenn
wir das Lemma 2 des Artikels [4] beriicksichtigen.

It

Als erstes behandeln wir nun den Fall der Supremumsnorm (p = o).
Um geeignete Polynome P, fiir die Abschitzung (5) des Satzes 1 zu
bekommen, betrachten wir den Satz 4 des Artikels [4], hier formuliert fiir
A=1
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LemMA 2 {4, Satz 4). Es sei f in [0, 1] k-mal stetig differenzierbar,
k = 0. Zu jedem n > 2k existiert dann ein Polynom

Pn(x) = Z ai‘nxis
i=0
so dap fiir alle x € [0, 1] gilt
| fO(x) — PIP(x)] < CnFa(f*1/n),  r=0,.k;
[ Ogn | << Dpt®Fa(f 05 1/n)/q!, fir g = k+1,...,n

Die Konstanten C,, und D, sind unabhdngig von f und n; w(f'®; ) ist der
Stetigkeitsmodul der k-ten Ableitung f'®).

Die Polynome P, des Lemma 2 haben somit die beiden Eigenschaften:
1Lf = Pullwso,n < Cont Fo(f 55 1/n), (10)
dgn < Cen®Fo(f™; 1/n)/q!, (1)

wobei 4,,, gemil (4) definiert ist; C, = max{D;, Cyg ,..., Cyz}-

Wir betrachten nun monoton wachsende Folgen {p;} mit p, = 0 und
lim p; = oo fiir i — oo. Die Sdtze von Ch. Miintz legen es uns nahe, zur
Beschreibung der GroBenordnung der besten Approximation E(f;p,)
folgende Funktion einzufiihren:

#5) = exp ( 3. 1/p). (12)

i=1

Ihre grofle Bedeutung wird in den folgenden Beispielen klar. Fiir die Folge
P = i, l = 0, 1,..., lSt

elo(s) < s < @ls).
Aus Lemma 1 (8) folgt nun sofort
LemMmA 3. Fir ge R, q > 0, sei r € N, bestimmt durch
Pr < q < Pria-

Dann gilt fiir die beste Approximation der Funktion x:

A7 < A{p(}* {p(s)}>. (13)
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Beweis. Fiir g = p, ist (13) trivial. Fiir ¢ < p, ist nach (8)

5 Pi— 4 :
A < S L exp(—2q/p,),

woraus unmittelbar (13) folgt.

Es ist nicht moglich, eine gemeinsame Abschitzformel der besten
Approximation E(f; p,) fiir alle Folgen {p;} anzugeben. Insbesondere
miissen die Félle lim p; = oo und lim p; = p* < o fiir i > oo getrennt
behandelt werden. Die zusétzlichen Voraussetzungen fiir die Folge {p;} sind
so schwach, daB in den folgenden Beispielen die interessantesten Fille sicher
enthalten sind.

1. BrispiEL. In dem Artikel [4] machte ich fiir die Exponentenfolge { p;}
die folgende Voraussetzung. Es sei 0 = p, < p; << -, und es mogen
Konstante 0 < 4 < o0, 0 < B < o und 0 < 8 << § < oc existieren, so
daB fir alle s = 1, 2,... gilt

Ay < exp(z 1/pz) — ols) < B(p)

1

Dann gilt

SAtz 2. Sei fin [0, 1] k-mal stetig differenzierbar, k > 0. Dann existiert
eine positive Zahl K;, , nur abhdngig von k und der Folge { pl}, so dap fiir jedes s

ES(f; p) < K(p7)F o(f®; p®) + Z ¢, LfP0(p*)y,  (14)

a=1,¢¢{p;}

falls § < %, und

k

ES(fip) < K(pPFao(f®;p8) + 3 ¢, [ fO0)(p;®), (15

a=1,9¢{p;}

falls § > %, erfullt ist. Fiir k = O entfdillt in (14) und (15) der zweite Summand.
die Gréfen c, sind definiert durch

= (B/A)* ¢*Clq!, q=1,..k,  qé¢{p}.

Den Beweis und die zahlreichen Anwendungen hiervon bringe ich hier nicht,
sondern verweise auf die obenerwidhnte Arbeit [4].
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2. BeispiEL. Voraussetzung fiir die Folge {p;}: Es sei 0 = p, < p, < -~
Es moge ein A > 0, A € R, existieren, so daB fiir i > i, stets

pe > iX (16)

erfiillt ist. (Der Einfachheit halber betrachte ich hier nur den Fall i, = 1).
Fiir ge R, ¢ > 0, sei r € N, bestimmt durch p, < g < p,,, . Dann ist

o(r) < Kg'h, Ky = (e/) (17

und nach Lemma 3 ist
AL < KRgriM p(s)} 2. (18)

Wir erhalten nun dem Satz 2 entsprechend

Satz 3. Es sei f in [0, 1] k-mal stetig differenzierbar, k > 0. Die Folge
{p;} erfiille (16). Dann existiert eine positive Zahl K, nur abhingig von k und
der Folge { p;}, und eine natiirliche Zahl s, , so dap fiir alle s > s, gilt: Filr A > 2

ECAf;p) < Kp(s) ™ o(f%; 9(s) )+ 3, do [ f20) ¢(s)*; (19)

a=1,q¢{p;}
fir0 <A <2
*
E@(fip) < Kp() ™ o(f®; p(s)™ + ), de| fO0) p(s)2.  (20)
Q=1,¢I¢(P()

Fiir k = 0 entfdllt in (19) und (20) der zweite Summand. Die Grifen d, sind
definiert durch

dq — Kquzcz//\/q! , qg=1,., k, q ¢{Pi}-

Beweis. Der Einfachheit halber sei i, = 1. Wir wenden Satz 1 (5) an.
Als Polynome P, wihlen wir hierbei die des Lemma 2. Unter Verwendung
von (10), (11) und (18) erhalten wir dann aus (5)

EC(fip) < Cnro(f®; 1 n){1 + ), erKiog et nig(s)—

g=1

+ Y d | fO0) pls) . Q1)

q=1,q¢(m)

Essei A > 2. Zu vorgegebenem s € N, 5 = 5, , bestimmen wir n € N durch

n = n(s) = [p(s)*/(2eK,»]. 22
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Hierbei sei [z] die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich z. s, bestimmt sich
aus Lemma 2 durch n(s,) > 2k -+ 1. Wir setzen nun (22) in (21) ein und
erhalten sofort (19). Ist aber 0 < A <C 2, so wihlen wir

n = n(s) = [p(s)(2eK,?)~/2]. (23)

Aus (21) folgt dann unmittelbar (20), womit Satz 3 vollstindig bewiesen ist.

In den Arbeiten [3] und [4] habe ich einige wesentliche Beispiele fiir den
Satz 2 angegeben. Interessant sind aber auch Fille, wo die Folge {p,} die
Voraussetzung des Satzes 2 nicht erfiillt. Betrachten wir etwa folgenden Fall.

2.1. BeispiEL. Sei p, = (i + Dlog(i+ 1), i=0,1,.... Fir i 2 i, =5
ist dann p; > 2i und damit A > 2. AuBerdem ist

o(s) = exp (Z 1/G + 1) log(i + 1)) > log s.
i=1
Nach Satz 3 ist dann fir f e C¥[0, 1]
EE(f; pi) < K(log 5)7** w(f™®); (log s)7%)

+ Y d 1 f20)(logs) . (24)

a=1,q¢{p;}

3. BeispiEL. Die Exponentenfolge {p,;} soll nun wesentlich langsamer
anwachsen. Als Paradebeispiel betrachten wir hier den Fall

p; = if, i=012,.., 0<B <l (25)
Es ist fiir g > s°

Il

i=1

<
I
‘?o

2 ¢ 2

z Bl < —_ L 4B, 26
P e"p( q,-é’) o (- arpe) @
Esist fiir2 << g < 58
qu—ﬂ exp( 2g Z 1)exp( 2 Y iﬂ)
i=1 q+l AB<i<s q1<1,<q1/ﬂ

< efexp (—— 1 i 3 [gsi—F — qllﬂ]) exp (— ] i ; l/f’) (V1))

]
+

Unter Beachtung von (8) wenden wir nun fiir die Polynome P,, des Lemma 2
den Satz 1 an und bekommen mit Hilfe von (10), (11), (26) und (27)

ES(f; ) < Crro(f R 1 n){l + 20} + 2, (28)
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wobei
k

Zi= Y el fO+0) exp (—

q=1,q¢{if)

2 1-8
—F % )
¢, positiv und unabhéngig von sund n; 2}, = Ofiirk = 0,k = 1. AuBerdem
ist
LY nt 2
o= Y 4 A < —exp |— m——5— s
,El ' T w59 p( 1+Byq )

L el g e (i)

2<Cg<sB 1

Zu jedem se N, s = 5,, wihlen wir nun n = n(s) = [s!18/2], spe N ist
bestimmt durch n(s,) > 2k + 1.

Setzen wir dieses # = n(s) in die letzte Ungleichung ein, so sind die beiden
letzten Summen gleichmdBig beschriankt beziiglich s und n(s). Daher ist
auch 2, gleichmiBig beschriankt. Hieraus ergibt sich

SATZ 4. Es sei feC¥0,1), kK > 0. Es sei p;, =1i" i=0,1,2,.. und
0 < B << 1. Dann existiert eine positive Zahl K, nur abhiingig von k und B, so
dapf fiir alle s > s, gilt

E)(f: i8) < Ks~Wk/2,(f ), 5-048)/2) | 5 (29)

4, BeispieL. In den bisherigen Beispielen streben die Folgenglieder p;
mit wachsendem / monoton gegen Unendlich. Es ist vollkommen unbekannt,
wie sich die beste Approximation E{°)(f; p,) fiir groBe s verhalt, wenn die
Exponenten p; beschriankt sind. Es sei nun

O0=py<pp <pp <,
sowie
limp; = p* < 0 fir i— co. (30)

Es existiert eine reelle Zahl ¢, 0 < ¢ < 1, unabhingig von ¢ und i, so daB
fiir alle ie N und g € N, g ¢ {p;} gilt

lg —pi /(g +p) <(g— g+ c) <e?i (31)

Zum Beispiel ist (31) fir ¢ = min{p,, 1/p*} erfiillt. Hieraus folgt nach
Lemma 1 (8) fiir die beste Approximation

Al(;;o) Le2slt geN, q¢{py}, seN. (32)
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Unter Verwendung von (10) und (11) des Lemma 2 ergibt Satz 1 (5)

EE(f;p) < CnFa(f P 1n)il + 3 nte2esiq!

g=1

+ X 1S90 eeiagl (33)

¢=1,0¢{p;}

Damit die Summe in der geschweiften Klammer von (33) fiir alle s
gleichmiBig beschrinkt ist, wihlen wir zu vorgegebenem s ein

n = n(s) = [(es)'*].
Aus (33) erhalten wir dann den folgenden

Satz 5. Es sei fe C*0,1], k > 0. Fir die monoton wachsende Folge
{p:;} gelte py = 0 und lim p; = p* < 0 fiir i — co. Dann existiert eine
positive Zahl K, nur abhingig von k und {p;}, so dap fiir alle s = s, (spe N
bestimmt durch n(sy) > 2k) gilt

E;w)(f; pt) < Ks—k/2w(f(k); s—1/2) + kz If(q)(O)l e—2sc/¢1/q! . (34)

a=1,0¢{p;}

Bemerkung. In den Arbeiten [3] und [4] konnte ich an einigen Beispielen
zeigen, dal} die Abschdtzungen (14), (15), (19) und (20) der Sitze 2 und 3 in
dieser Allgemeinheit nicht verbessert werden konnen. Fiir die Sidtze 4 und 5
fehlen diese speziellen Beispiele. Daher ist die Frage noch vollig offen, ob
(29) und (34) das asymptotische Verhalten der besten Approximation optimal
wiedergeben, oder ob noch wesentlich giinstigere Ergebnisse erzielt werden
konnen.

5. BespieL. Das Ergebnis von Ch. Miintz ist auch dann noch richtig,
wennp, = 0, p;, > Ofiirallei e N, p; # p, fiir i + j, sowie

}{}g =0, gl Pi = 0O (35)

erfiillt ist. Auch fiir diesen amiisanten Fall ist unser Beweisprinzip des Satzes 1
anwendbar. Wir fithren die Funktion

o)=Y p, seN, 36)
i=1

640/7/1~7
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ein. Der Einfachheit halber sei zusdtzlich p; < 1, i€ N. Nach Lemma 1 (8)
ist dann fiir jedes ge N

s

ap <1l II exp(—2pilg) = exp(—20(s)g).  (37)

Nach Satz 1 (5) und (10), (11) und (37) folgt dann

E(f: p) < Conbaol f; 1)1 + i exp(—29(s)/q)

"
q
LY 1 F@0) exp(—29(s)g)q!

7=1,0¢{p;}

Fiir vorgegebenes s > s, bestimmen wir n = n(s) = [(P(s))!/2] und erhalten
den

SaTz 6. Es sei fe C*[0, 1]. Unter obigen Voraussetzungen existiert eine
positive Konstante K, nur abhdngig von k und {p;}, so dap fiir alle s > s,
(5o € N bestimmt durch n(s,) > 2k) gilt

E&F(f;p) < K(P($) 2 w(fR); B(s)H/2)

+ X 1 f90)] exp(—29D(s)/9)/q! - (38)

q=1

5.1. BeispiEL. Ist etwa po = O und p; = 1/i, i€ N, so ist

logs < P(s) =) 1/i <1+ logs
=1
und daher nach Satz 6

EX(f; 1/i) < K(log s)™2 ax(f; (log 5)71/%)

k
+ 2 [ f@0) s72/e/q! . (39

=2

It

Nach dieser ausfiihrlichen Diskussion der Jackson-Miintz Sitze in der
Supremumsnorm werden wir nun analoge Ergebnisse fiir die L,-Norm,
1 < p < <0, herleiten. Fiir p = 2 und ganzzahlige Exponenten p; vergleiche
man die Arbeit von Newman {[8].
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Um Satz 1 erfolgreich anwenden zu kénnen, miissen wir mehr iiber die
Koeffizienten | a,, | und a,, der Approximationspolynome P, wissen. Hier
helfen uns die beiden folgenden Lemmata.

LemMMmA 4. EsseiFe C[—1,1]. Seike Nyund0 << « << 1. Fiirallen > n,
mdége ein Polynom P,(x) = Yoo @;.X' existieren, so daﬁ Siir alle x e [—1, 1]

F(x) — Py(x)| < Mn* (40)

erfiillt ist (M sei positive Konstante). Dann ist

| agn — FO0)/q! | < Mpn**/q!, qg=0,..,k; (41)

| @rirn | < Myyq logn/(k + 1)! fiur a=1; (42)
| Aiam | < M;cﬂnl_“/(k + D! fir 0 <o <l 43)
| Ggn | < M'n7%/q! fir q=k+2,.,n (449

Die positiven Groflen My ,..., My, My, M’ sind unabhingig von n, M’ ist
unabhdngig von q.

Beweis. Nach Bernstein ist F in (—1, 1) k-mal stetig differenzierbar.
Es sei m; == n24. Dann ist in [—1, 1]

F) = Pa) = 3. (P 3) — Pr0) @)
und fiir ¢ = 1,..., k in jedem Intervall [@, 5] C (—1, 1)
FO) — PG = 3, (P09 — P 46)

absolut und gleichmiBig konvergent.
Aus (40) folgt fiir —1 < x <1

| Py (%) — P (X)] < 2M ()"~
und daraus nach [10, 4.8.81]
| PQ (0) — PYO)| < M2 (mye*—=, g =0,..k @7
Fiir g = 0,..., k folgt aus (46) und (47)
| G — FOQ)fg! | < M2+imsies 3, u-=Ygt,

j=0
womit (41) bewiesen ist.
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Es sei nun ¢ = k -+ 1. Wir bezeichnen n;, = ny2’ und bestimmen r € N,
durch n,,; = n > n,. Dann ist

| Pa)] < [ Po) — Pl £ 3 | Puf) — Po ()] 4+ | Paf)].

im1
Wegen

I Prg s 10 < Mig™™ + || fllwsa0 = K
folgt hieraus nach (47)
r—1
lP,({‘”(O)I < DVt ffpa—t—a ] 4 Z (2-atkrayil L Kny.

=0

Hieraus schlieBen wir unmittelbar auf die Abschidtzungen (42)-(44); bei
(42) miissen wir beriicksichtigen, daB r < (log n)/log 2 gilt.

LeMMA 5. Es sei 1 <p < o und yeR, v >0. Sei FeL,(—1,1).
Fiir v > 1/p sei sogar F € C[—1, 1]. Fiir jedes n = n, mige ein Polynom

n—1
Po(x) = Z A X"
i=0

existieren, so dafs
[ F— Pyllp—ra < Mn77 (48)

erfiillt ist; M sei positive Konstante. Dann existiert eine positive Zahl M,
unabhdngig von n und q, so daf folgende Ungleichungen gelten:
Sei 0 <y < 1/p. Dann ist fiir g =0, 1,....,.n — 1

| @gn | << M2ne+1/2—v/g1, 49
Seiy = 1/p. Dann ist firq = 0, 1,...,n — 1
| G | < M2n%(log n)/q!. (50)
Seiy > 1/p; seik € Nyund Be R, 0 < B < 1, definiert durch
k+B=y—1p (5
Fiir ¢ = 0,..., k existiert dann F9(0) und es gilt
Agn = | Ggn — FP(0)/q! | < M2n1/7~[ql; (52)
firo < g <1

Apern = | Qeqan | < MRy (k- 1) (53)
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fur B =1
Ait,n = | uia,n | < M28Y(log n)/(k + 1)!; (54)
fir0<B<ludg=k+2,.,n—1
dgn = | Qgn | < M2n2217=7[q 1, (55)
Beweis. Es sei

G(t) = sin tF(cos t), T.(t) = sint P,(cos t);
und somit
1G — Ty llpsmr < 22Mn. (56)

T, ist ein trigonometrisches Polynom von hoéchstens n-tem Grad. Sei nun
0 <y < 1/p. Dann sei n; = ny2’ und r € N, so, da

n, < n <<ny. &)
Aus (56) folgt fiir alle m" > m = n,
H Tm' - Tm ”17;—77,7-; < 2141/2 Mm, (58)

Nach [10, 4.9.2] und (7) ist fiir jedes trigonometrische Polynom @,, von
hochstens m-ten Grades

I Omlle < A ® || Qi llps—rm » (59)

wobei 4, nur von p abhingt; 0 << A4, << co. Wegen

r—1
[ Toalle <UTp— T llo + 2 1 Tnpy — T lloo + 1 Ty Il

i=0

folgt unter Verwendung von (57)-(59)

Tyl < 84,Mnt/P—> gl + Y (2r-umy

i=1

+ 1 Ty lleo - (60)

Hieraus erhalten wir

” Tn ”oo < Monl/p_y, 0 < Y < l/p,
| Tollo < My(r + 1) < Mylogn, y = 1/p.

Fir x e (—1, 1) ist daher

[P0l < (1 — X2 Tyl
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und somit fir alle xe [—1, 1]
| P(x/2)] < Mn*/7=>  bzw. | P(x/2)] < M logn.

Auf P,(x/2) wenden wir [10, 4.8.81] und (49) an und erhalten unmittelbar
die Abschitzungen (49) und (50).

Sei nun y > 1/p. Nach Voraussetzung ist F € C[—1, 1] und daher G € C,, .
Des weiteren ist lim T,(¢) = G(t), n — oo, gleichméiBig fiir alle # € R. Denn
seien beliebige natiirliche Zahlen m’ > m > n, vorgegeben und sei m; = m27,
j =0, 1,.... Wir bestimmen r € N, durch

m, <m < mp. (61)

Dann ist

7—1
” Tm' - Tm“oc < ” Tm' - Tm,.”w + z ” ij+1 - Tm,-”oo . (62)
j=0

Aus (62) erhalten wir unter Verwendung von (58), (59) und (61)
| T — T lle << Mgm—H1/2, (63)

wobei M, = 22+2/74 M/[(1 — 2-v+1/7) ist.
Aus (63) folgt einerseits die gleichméBige Konvergenz von lim 7,(t) = G(¢t)
fir n — oo, andererseits ist fiir m" — oo, n = m

G — Tpllo < Mgn—>+1/, (64)
Dann ist aber fiir alle xe [—1, 1]
| F(x/2) — Pa(x/2)] < Mn—71/2. (65)

Auf F(x/2) und P,(x/2) wenden wir nun Lemma 4 an und erhalten dadurch
sofort (52)—(55).

Fir die spiateren Anwendungen ist es recht vorteilhaft, wenn wir Satz 1
in folgende Gestalt tiberfiihren.

Satz 7. Esseil <p < wundyeR,y > 0. Zufe L,0,1) mige eine
Funktion Fe L,(—1, 1) existieren mit F(x) = f(x) fir alle x¢<[0,1]. Fir
v > 1/p sei sogar fe C[0, 1] und Fe C[—1, 1). Des weiteren moge es fiir jedes
n = ny ein Polynom

Pn(x) = Z ainxi
=0
geben, so daf}
” F - Pn ”m;—l,l < Mn—v (66)
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erfiillt ist; M sei positive Konstante. Dann erfiillt EP)(f;, p,) eine der folgenden
Ungleichungen (fiir jedes € > 0): Im Falle 0 <y < 1/p

8

|q—pil
1 _!1+1/P ; 67
+Z " Hq+pi—e+2/p§ 67

EP(f;p) < Cle)n

im Falle y = 1/p

8§

lg—pil
netiiv ] . (68
°g”ﬂ q+pi_€+2/PE (68)

EP(fip) < Cle)n™

hQ'N

Im Falle y > 1/p seien k€ Ny und Be R, 0 < B < 1, durch (51) definiert.
Fir 0 < B < 1 ist dann

8

g — Pl
1+Z*‘nmmn q+Pi_€+2/p%

i=1

EX(fip) < Cle)n

€ S | fAL0) — il
Kl q=0,qZ¢{m-} q! zl_! g+ Pz —e+2/p - (69)

Fiir 8 = 1 miissen wir (wegen (54)) in der ersten Summe fiir g = 1 den Faktor
ni+1? durch n'+1/? log n ersetzen. C(e) ist positiv und unabhingig von s und n.
Fir p = 2 diirfen wir (wegen (8)) auch ¢ = 0 wdhlen. Auferdem ist
Ky(e) = Ky(0) = lundfiirp + 2,€ > 0, K,(¢) = 22/?(pe)~1/? zu setzen.

Beweis. Beriicksichtigen wir, dal

Hf_ Pn Hp;o.l < “ F— Pn Hp;—l.l < Mn~

ist, so erhalten wir simtliche Aussagen des Satzes 7, wenn wir in die
Ungleichungen (3) und (5) des Satzes 1 die Ergebnisse der Lemmata 1 und 5
einsetzen.

Bemerking. Wie in Satz 1 sind auch in Satz 7 die Zahlen n > n, und
s € N frei und unabhéngig von einander wihlbar. Um aus (67), (68) oder (69)
fiir eine vorgegebene Folge { p;} eine gute Abschitzung fiir die beste Approxi-
mation E”(f; p;) zu bekommen, miissen wir zu jedem s€ N, s > s, , eine
Zahl n = n(s)e N moglichst giinstig bestimmen. Dasselbe Verfahren
wendeten wir bereits im Falle p = oo an. Ich habe die Voraussetzungen des
Satzes 7 bewuBt in der obigen Form gewdhlit. Wir bekommen dadurch einen
direkten Einblick, der in den folgenden Beispielen noch prizisiert wird, wie
die Approximationsgiite beziiglich algebraischer Polynome

8
Y ax*  und Y cix™

i=0 i=1
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zusammenhéngt. Es ist aber nicht schwer, mit Hilfe bekannter Sitze vom
Jackson-Typ in der L,-Norm zu vorgegebener Funktion f Funktionen F
und Polynome P, zu finden, die die Voraussetzungen des Satzes 7 erfiillen.
In Beispiel 6.1 werde ich dies vorfiihren.

Zum Abschluf3 diskutieren wir einige Beispiele, ohne aber eine dhnliche
Vollstdndigkeit anzustreben wie zuvor im Falle der Supremumsnorm.
Natiirlich kann man fiir jede Exponentenfolge {p;}, p; > —1/p, p; & p; fiir
i # j, die Abschitzungen des Satzes 7 verwenden, um obere Schranken der
besten Approximation E”(f; p;) zu gewinnen.

6. BEISPIEL. Wie im 2. Beispiel sei
0 <p <pp < <P <Ppin <3

und es mdge ein A € R, A > 0, existieren, so daB fiir i > i, stets p;, > iA erfiillt
ist. (Der Einfachheit halber sei hier i, = 1.) Fiir g € N, sei p,., das kleinste
Folgenelement groBer als g. Flr jedes3€ R, 0 << 6 << l,undjedesi = r + 1
ist dann

oy < exp (< 2q + B)(pi + ). (70)

Sei wieder fiir jedes s € N die Funktion ¢(s) definiert durch
#6) = exp (% 1)
=1
Setzen wir noch @(0) = 1, soist fiiralle ge Ny, r = r(g)e N,,

8

[T 205 < oKyl 2, Gy
=1 i

K =exp (—2:;1 1/(p)?). Aus (17) und (71) folgt die Existenz einer positiven
Zahl K, unabhingig von s und ¢, so daB fir allege N

= p = fle o S (KgHig(s) s, (72)

sowie fiirg =0

e O 73
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gilt. In die Ungleichungen (67)-(69) setzen wir nun (72) und (73) ein und
wihlen zu jedem s = s,

n=n(s)=[p(s)*cl, = ({4eK) "

wobeid = 2, falls A > 2, und d = A, falls 0 < A < 2. 5, ist bestimmt durch
n(sy) = n, . Auf diese Weise erhalten wir

SATz 8. Es seien sdmtliche Voraussetzungen des Satzes T erfiillt, ins-
besondere (66). Es sei d = min{A, 2}. Zu jedem ¢ > 0 existiert dann eine
positive Zahl C(e), unabhingig von s, so daf E™(f.p;) den folgenden
Ungleichungen geniigt: Im Falle 0 < y < 1/p

EP(f;p) < C(e) p(s)y i+ (74)
im Falle y = 1/p
EP(fip,) < C(e) log (s) p(s) %<5 (75)

imFalley > 1/pund0 < B < 1
k

EP(f;p) <T@ @(s)™™ + Ky(e) - ) ¢ | f@0)] p(s)2er<=2/7 5 (76)
q=0,q¢{p;}

im Falle v > 1/p und B = 1 ist auf der rechten Seite von (76) der Ausdruck

@(s)™%*¢ durch log @(s) p(s)~v9+¢ zu ersetzen. Die Grdflen c, sind positiv und

unabhdngig von s. Fiir p = 2 diirfen wir ¢ = 0 setzen.

6.1. BeispiEL. Esseil <p < ooundye R0 <y < 1. Esseife L,0,1)
und Fe L, (—1,1), wobei F(x) = f(x) fir 0 < x <1 und F(x) = f(—x)
oder F(x) = —f(—x) fir —1 < x < 0. Es sei auBerdem

1 1/p
w,(F; k) = inf ( f | F(x +t) — F(x)lpdx) < AW, h =0, 4>0.
-1

MES
(77
Dann ist nach bekannten Ergebnissen
. 1 7 P 1/p
E(F)., = inf (f }F(x) -3 axt dx) < CAn—. (78)
% -1 i=0

Fiir y > 1/p sei zusétzlich Fe C[—1, 1] und F(0) = f(0) = 0.

6.1.1. 'Wir betrachten die Exponentenfolge p, = i\, i = 1, 2,...und A > 0.
Dann ist ¢(s) > s'/2 und nach Satz 8, (74)-(76), fiir d = min{l, 2/A}

EP(f;id) < C(e) s+, y # 1/p, (79)
EXP(f;id) < C(e)logs s™d+, » = 1/p. (80)

Fiir p = 2 konnen wir in (79) und (80) ¢ = 0 setzen.
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6.1.2. Seip, = (i+ log(i+ 1), i = 1, 2,.... (Siche 2.1. Beispiel!) Fiir
i > Sistdann p; > 2iund damit A > 2. AuBerdem ist
o(s) = log s, seN.

Nach Satz 8 ist somit

EP(f;p) < Cle)(log s) ™2, 5 =2, y = 1/p. (81

Fiir y = 1/p ist die rechte Seite von (81) mit log log s zu multiplizieren. Fiir
p = 2 diirfen wir wieder e = 0 setzen.
7. BEISPIEL. Wie im 4. Beispiel gelte nun
0 <p, <py <=, sowie

limp;, = p* < © fir - oo.

Fur hinreichend kleines € > 0 existiert dann eine reelle Zahl ¢, 0 < ¢ < 1,
unabhédngig von ¢ und i, so daB fiiralle i€ Nund g € N, q ¢ { p;} gilt

lg —pi g+ pi — €+ 2/p) < (g —0))g+¢) < e (82)
Fiir g = O ist fiir e << 1/p
pil(p: — € + 2/p) < p*/(p*+ 1/p) = ™, &>0. (83)

Fiir ¢ = min{¢, &}, 0 < ¢ < 1, folgt aus (82) und (83) fiir jedes ge N,
g¢{p;},und jedes se N,0 < e < 1/p

[q7p2| ~2¢s8/{g+1)
Eq+pi—e+2/p<e o 4

Wir setzen nun fiir e = 1/p die Ungleichung (84) in die Formeln (67)-(69)
des Satzes 7 ein und wihlen zu vorgegebenem s ein n = n(s) = [(cs/2)'/2].
Dann sind die Summen in den geschweiften Klammer in (67)-(69), auch
fiir 8 = 1, gleichméBig beschrinkt beziiglich s und n(s), und wir erhalten das
folgende Ergebnis.

SATZ 9. Es seien samtliche Voraussetzungen des Satzes 7 erfiillt, ins-
besondere auch (66). Dann existieren positive Zahlen C und K (1/p) = 2%/?,
unabhiingig von s, so daf

~ k @
E;ﬂ)(f; Pi) < Cs—v/t - 21/» Z __|_f__q_'(+_0)|e»2cs/(q+1)‘ (85)
a=0,9¢{D,;} q:

Fiir 0 < y < 1/p entfillt die zweite Summe der rechten Seite von (85).
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8. BEISPIEL. Es sei p = 2. Fiir die Exponentenfolge { p,} sei fiir alle ie N
stets p; > —1/2 und p; + p; fir i # j, sowie

lmp = —112, Y, (pi+ 1) = o. (86)
i=1
Es sei
) = Y (et 1/2) (87)

Der Einfachheit halber sei p; < O fiir alle i € N. Dann ist fiir jedes g € N,

’ 4= Pi 2w a1, 88
Hommr<e o

In die Ungleichungen (67)—(69) setzen wir nun fiir € = 0 und K,(0) = 1
die Abschitzung (88) ein und wihlen zu jedem s = s, die natiirliche Zahl

n = n(s) = [(F/DV2];  n(so) = no.

Somit erhalten wir

SAtrz 10. Es seien sdmtliche Voraussetzungen des Satzes 7T erfiillt, ins-
besondere auch (66). Dann existiert eine positive Zahl C, unabhdngig von s,
so dap fiir s = s,

Eo(fip) < ¥+ 3 LSO e, (s

q=0,9¢{p;} q!

Fiir 0 < y < 1/2 entfillt die zweite Summe der rechten Seite.

8.1. BEISPIEL. Seip; = —1/2 4 1/i,i = 1, 2,.... Dann ist ¥(s) > log s.
Unter den Voraussetzungen von Satz 10 folgt hieraus fiir s > s,

~ k (@
E;z)( f, pi) < C(log s)-«//z + Z Iﬁ('iq)_'_ s—z/(q+1/2)’ (90)
4-0,0#(p;} q:

wobei die zweite Summe fiir 0 < v < 1/2 wegfillt.

Schiufbemerkung. Das Beispiel 1 dieser Arbeit wurde in [4] auch auf den
Fall iibertragen, da wir nicht in [0, 1], sondern in einem Intervall [q, 5],
0 < a < b, approximieren. Dies konnen wir natiirlich auch fiir alle anderen
Beispiele durchfiihren.
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